
正交设计
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四个顶点的组合

由4个顶点所组成的试验，
三个因素的每个水平都均匀地包含于其中

这四个组合均匀地分布在立方体中：
（1）每个面都有2个点
（2）每条线上都有1个点
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1 1 1 1

2 2 1 2

3 1 2 2

4 2 2 1

试验号
列号

（1）每一列（因素）中，不同的数字（代表因素的水
平）都出现，且出现的次数相等

L4(2
3)正交表

把上述4个点整理成一个表格

（2）任意两列中，同一行的两个数字所组成的有序数
字对，出现的次数相等
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由9个点所组成的试验，三个因素的
每个水平都均匀地包含于其中。这9

个组合均匀地分布在立方体中：

（1）每个面都有3个点

（2）每条线上都有1个点
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B1 C1 C2 C3

B2 C2 C3 C1

B3 C3 C1 C2

九个点的组合



4
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把上述9个点整理成一个表格



（1）每一列中，不同的数字（代表因素的不同水
平）出现的次数相等

（2）任意两列中，同一行的两个数字所组成的
有序数字对，出现的次数相等

如上表的每一列中的不同数字 1，2，3均出现三次。

如L9(3
4)的第一列与第二列的同一横行的有序数字对

(1  1) 、(1  2)、 (1  3)

(2  1)、(2  2) 、(2  3)

(3  1)、(3  2) 、(3  3)

均各出现 1次

正交表及其特点



（1）均匀分散性。在正交表的每一列中，不
同数字出现的次数相等。
（2）整齐可比性。对于正交表的任意两列，

将同一行的两个数字看作有序数字对，则每
种数字对出现的次数相等。

实验设计,刘文卿2005,p65-66

这两个特点正是正交表的正交性的表现。正交表
的列与列之间具有正交性。正交性可以保证每两
个因素的水平在统计学上是不相关的。

什么是正交性？请百度之……



在得到一张正交表后，人们可以通过三个初等变换得
到一系列与它等价的正交表：

实验设计,刘文卿2005,p65-66

（1）正交表的任意两列之间可以相互交换，这使得
因素可以自由安排在正交表的各列上

（2）正交表的任意两行之间可以相互交换，这使得
实验的顺序可以自由选择

（3）正交表的每一列中不同数字之间可以任意交换
（称为水平置换），这使得因素的水平可以自由安排



正交设计的基本概念

简言之，
正交设计就是利用正交表
来合理安排和分析多个因素
的试验方法



实验号
列 号

1 2 3 4 5 6 7

1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 1 2 2 2 2

3 1 2 2 1 1 2 2

4 1 2 2 2 2 1 1

5 2 1 2 1 2 1 2

6 2 1 2 2 1 2 1

7 2 2 1 1 2 2 1

8 2 2 1 2 1 1 2

7
8(2 )L 正交表
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正交设计

正交表的行数，
也即实验次数

因素的水平数

列数，表示最多允许
安排的因素之个数

( )knL q

正交表符号的含义



混合水平的正交表

L18(2
137)



正交表的类型

第一类,正交表行数为n,列数为p,水平数是q,满足以
下条件(k=2,3,4……):

第二类,不能全部满足上述关系,这类表称为不完全正
交表.仅能考察主效,而不能考察交互作用.如
L12(2

11),L20(2
19),L18(3

17),L36(3
13),L18(237),L36(2

3313).

以Excel和SPSS为工具的管理统计,张建同,2005,p164-165

这类表称为完全正交表.不但能考察主效,且能考察交互
作用.如L4(2

3),L8(2
7),L16(2

15),L32(2
31),L9(3

4),L27(3
13)

& & ( 1) ( 1)kn q p n q



正交设计三步骤

一、选择合适的正交表

二、把因素和交互作用安排到正
交表中去。俗称“表头设计”

三、结果分析
（极差分析或方差分析）



一、选择正交表



因素、交互作用及正交表的自由度

（1）因素的自由度等于它的水平数减去1

（2）因素的交互作用的自由度等于每个因素的

自由度的乘积：两因素的交互作用的自由度等
于这两个因素的自由度的乘积；三因素的交互
作用的自由度等于这三个因素的自由度的乘积
；k个因素的交互作用的自由度等于这k个因素
的自由度的乘积

（3）正交表总的自由度等于试验次数减去1

（4）正交表每列的自由度等于此列的水平数减去1



（1）实验设计与数据处理,张成军,2009,p37

（2）正交试验设计法—多因素的试验方法,上海市
科学技术交流站,上海人民出版社,1975,

p14-14;p27

（3）正交试验法,夏伯忠,1985,p20-21;p36-37

（4）试验设计,苏均和,2005,p111

参考书



n表示因素的水平，p表示交互作用的级数

（1）SPSS实现有交互作用的正交实验设计,叶红卫.西安文理学院学报(自然科学
版),2009,12(4):118-121

（2）正交试验设计法—多因素的试验方法,上海市科学技术交流站,1975,上海人
民出版社,p19,p23

（3）正交试验法,夏伯忠,1985,p19,p30；
（4）正交试验法,《中国科学院数学研究所数理统计组,1975,人民教育出版社,p47

交互作用的级数与交互作用占正交表的列数

2水平因素的各级交互作用均占 1列;

对于3水平因素，一级交互作用占两列，二级交互作用占四列

如一级交互作用如ab，p=1；二级交互如abc，p=2

那么交互作用占正交表的列数等于(n-1)
p



交互作用需要占正交表多少列

3水平因素其自由度是2；两个3水平因素的交互作用的自由度是4，即
此交互作用需要占2列（因为3水平正交表中每列的自由度为2）

4水平因素其自由度是3；两个4水平因素的交互作用的自由度是9，即
此交互作用需要占3列（因为4水平正交表中每列的自由度为3）

5水平因素其自由度是4；两个5水平因素的交互作用的自由度是16，
即此交互作用需要占4列（因为5水平正交表中每列的自由度为4）

一般地，水平数均为n的两个因素，其一级交互作用所占的列数为水
平数减去1，即占（n-1）列



1、要考察的因子及交互作用的自由度总和必
须不大于所选正交表的总自由度

在存在交互作用的场合，这一条件满足时还不一定能用
来安排试验。所以，这是一个必要条件。即，不满足这
一原则所选的表，因素与交互作用一定放不下；而满足
这一原则所选的表，因素与交互作用也不一定放得下

因子的自由度+交互作用的自由度≤n-1，

n≥因子的自由度+交互作用的自由度+1

n是正交表的行数，也即实验次数

试验设计(第2版),峁诗松2012,p134-136

试验设计,苏均和,2005,p111

选择正交表的原则



2、若采用方差分析，则正交表应
至少有1个空列。

+因子的自由度+交互作用的自由度 1≤n-1，

n≥因子的自由度+交互作用的自由度+2

n是正交表的行数，也即实验次数



四个2水平因素，同时要考察三
个交互作用

(2 1) 4 (2 1) (2 1) 3 1 8n

7
8(2 )L若选择

则无法进行方差分析，因为没有空列。也就是说，要同时
满足上页中说的两个条件。实际上，满足了第一个条件，
这只是必要条件；而为了能够进行方差分析，还应满足
第二个条件，即n>=4+3+1+1=9



 在无重复的正交试验设计中，只能从空列中获
得误差均方的估计。即，在做表头设计时必须
留出一列，让它空出来，以求得误差均方。

 在没有空列的情况下，要么重新设计，即：使
用更大的正交表；要么仍然用（已没有空列
的）该正交表，但需要重复试验。

 因为：在正交设计的方差分析过程中，误差平
方和乃是从以下两个途径算得的：一是空列；
二是重复试验。

医学统计方法(第2版),金丕焕,2003,p95 



又如，要研究两个2水平的因素a和b及其交互作用ab，如果
选用L4(2

3)正交表，把a放在第一列，把b放在第二列，第三
列便是交互作用ab。这样的表头设计尽管把两个主效应和
交互作用都安排好了，但在方差分析时，会遇到困难。

正交试验设计法—多因素的试验方法,上海市科学技术交流站,1975,

上海人民出版社,p41

因为在无重复的正交试验设计中，只能从空列中获得误差
均方的估计。也就是说，在做表头设计时必须留出一列，
让它空出来，以求得误差均方。这个表头设计中，由于3列

都已排满，没有空列了，为此需要重新设计：改用更大的
正交表如L8(2

7) 或仍然用L4(2
3)但需要做重复实验



4
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去除一个因素，
或将其当作误
差，由此得到
了一个空列



7.23422.286 5.0461.99 0.45 0.6511.192 11.192 11.192



3、若采用极差分析，则因素及其交互作

用，可充满、也可不充满正交表的每一
列，即无需留有空列

因子的自由度+交互作用的自由度≤n-1，

n≥因子的自由度+交互作用的自由度+1

n是正交表的行数，也即实验次数



四因素2水平，不考虑交互作用

于是选用最接近（使得实
验次数尽可能地少）的

举例!!!——针对方差分析

7
8(2 )L

(2 1) 4 2 6n



L8(2
7)



八因素3水平试验，且考虑互作AB和AC

于是选用最接近的

主效应

互作AB和AC

总和

13
27

(3 1) 8 16

(3 1) (3 1) (3 1) (3 1) 8

16 8 2 26

(3 )

n

L



L27(3
13)



L27(3
13)的交互作用表



一因素4水平，三因素2水平，
不考虑交互作用的混合水平正交试验

1 3
8(4 2 )L

(4 1) 1 3

(2 1) 3 3

3 3 2 8n



L8(4
124)



L8(4×24)表头设计



一因素（A）4水平、三因素2水平，
考虑交互作用AB和AC

于是选用

主效应

互作AB和AC

总和

1 12
16

(4 1) 1 (2 1) 3 6

(4 1) (2 1) (4 1) (2 1) 6

6 6 2 14

(4 2 )

n

L



L16(4
1212)



四因素2水平，考虑交互作用AB和AC

于是选用

主效应

互作AB和AC

总和

7
8

(4 1) 1 4

(2 1) (2 1) (2 1) (2 1) 2

4 2 2 8

(2 )

n

L

因素 A B AB C AC D 空

列号 1 2 3 4 5 6 7

表头设计



四因素2水平，
考虑交互作用AB和CD

于是选用

主效应

互作AB和CD

总和

7
8

(4 1) 1 4

(2 1) (2 1) (2 1) (2 1) 2

4 2 2 8

(2 )

n

L



Minitab中无法实现
a,b,c,d,ab,cd

但L8(2
7)无法安排这四个因子与两个交互作用



因素 A B AB

CD        

C D

列号 1 2 3 4 5         6 7

表头设计

因为，不管四个因子放在哪四列上，两个交互作
用要么与一个因子共用一列，要么这两个交互作
用共用一列，这都会产生混杂。在正交表上出现
这一现象的原因是正交表的构造引起的



当所考察的因子与交互作用自由度之和等
于n-1时，表的各列都被排满了，这便成了
饱和设计，那么此时的处理办法有：

（1）进行重复试验后进行方差分析；
（2）改用较大的正交表进行试验；
（3）将平方和较小的列看作误差列；



因素 A B AB C D CD

列号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

当出现混杂现象时，只要选择较大的正交表
就可以避免了，譬如选用L16(2

15)，其表头设
计如下：

在表上有多个空白列时，为避免可能存在的交
互作用，可以首先将因子放在各组的第一列
（也称为基本列）。如：
L8(2

7)的基本列是1，2，4列
L16(2

15)的基本列是1，2，4，8列



对于等水平的完全正交表Ln(qp)来讲 ，如果n=qk，则全部
的列数p【=(n-1)/(q-1) 】可被分为k组，各组的列数分别为
q0,q1,q2…qk-1

正交表的列如何分组（群）

各组的第一列（也称为基本列），如：
L8(2

7)的基本列是1，2，4列

如L8(2
7)的列被分成三个组（ 8=23 ，n=8,q=2,k=3），即

第一组：第1列（ qk =20=1）

第二组：第2、3两列（ qk =21=2）

第三组：第4、5、6、7四列（ qk =23-1=4）



正交表上有交互作用的两列如果处于不同的组时，则其交
互作用列必在组别更高的一组中；当有交互作用的两列位
于同一组时，则交互作用必在级别较低的组中。比如：

若A置于第1列，B置于第2列，则A×B为第3列；
若A置于第1列，B置于第4列，则A×B为第5列；
若A置于第2列，B置于第3列，则A×B为第1列；
若A置于第4列，B置于第7列，则A×B为第3列。

正交试验设计法—多因素的试验方法,上海市科学技术交流站，
1975,上海人民出版社,p79-80

正交试验法,《中国科学院数学研究所数理统计组,1975,人民教
育出版社,p13



怎样将因素和交互作用安排到
正交表的合适的列中去，同时
避免效应间的混杂

二、安排主效和交互作用(表头设计)



（1）首先考虑交互作用不可忽略的因子（包括

暂时不知能否忽略的因子），按不可混杂的原则
，先将这些因子及其交互作用在表头上排妥

表头设计的一般步骤

正交试验设计法—多因素的试验方法,上海市
科学技术交流站，1975,上海人民出版社,p15 

（2）再将其余可以忽略其交互作用的那些因子
任意安排在剩下的各列上



辅助表头设计的四种方法



（1）利用交互作用表

一些正交表有与其对应的交互作用
表，但不是每个正交表都有



L8(2
7)



L8(2
7)交互作用表



L16(2
15)



L16(2
15)交互作用表



没有交互作用表的L12(2
11)

Run a b c d e f g h i j k

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 2 1 2 2 1 2 2 1 1 2

3 2 1 2 1 2 2 2 1 1 1 2

4 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2

5 2 2 1 1 2 1 2 1 2 2 1

6 1 2 2 1 2 2 1 2 1 2 1

7 1 2 2 2 1 2 2 1 2 1 1

8 2 2 2 1 1 1 1 2 2 1 2

9 2 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1

10 2 1 1 2 2 2 1 2 2 1 1

11 2 2 1 2 1 2 1 1 1 2 2

12 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2





（2）利用点线图

15
16(2 )L



15
16(2 )L



15
16(2 )L



15
16(2 )L



点线图与交互作用表的关系

 Linear graphs are a simple two-way

graphical representation of some of 

the possible combinations of 

interaction columns.

 Interaction tables present all of the 

possible interaction columns, and 

linear graphs present just a few 

possible combinations graphically.



点线图参考书（理科馆）

（1）实验设计法(上)： (日)田口玄一著，魏锡
禄,王世芳译，机械工业出版社,1987

（2）System of experimental design : 

engineering methods to optimize quality and 

minimize costs, by Genichi Taguchi



（3）利用Design Expert

7
8(2 )L



（4）利用Minitab

举例 L
8
(27)





Minitab所给出的最终表头设计



Minitab且能给出相关的出错提示



总之，表头设计的目的是

避免混杂！



分辨率与效应间的混杂

分
辨
率

主效应间
有无混？

主效应与
一级互作间
有无混杂？

一级互作间有
无混杂？

III 无 有 有

IV 无 无 有

V 无 无 无

质量管理统计方法_周纪芗2008，p215





三、正交实验的分析

极差分析法
（直观分析法）

方差分析法



1、极差分析法

例1：三因素2水平，无交互作用



4
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主 次
A              B                 C



正交试验法,《中国科学院数学研究所数理统计组，
1975,人民教育出版社,p18

极差的大小反映了因素变化时实验指标的
变化幅度。所以，因素的极差越大，说明
该因素对指标的影响越大，它就越重要。

由上表可知，因素的重要性依次为A，B，C
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因素极差图



“看一看”的最好条件

“算一算”的最好条件

最优条件的选择与验证

A1B1C1

A1B1C2



例2：有交互作用

15
16

A;B;C;D;E
AB;AC;BE;DE
(2 1) 5 ((2 1) (2 1)) 4 1 10

(2 )

n

L



先把A排在第1列，B排在第2列，查点线图可知，AB应排在
第3列，则C不能放在第3列，否则就会产主效应C和互作AB

之间的“混杂”。再将C排在第4列，查点线图知AC在第5列。
然后将D排在第8列、 E排在第15列，查图知DE应在第7列，
BE排在第13列。再由此完成表头设计



DE AB AC A C B BE E D



2、正交试验的方差分析

正交试验设计法—多因素的试验方法,上海市科学技术
交流站,1975,上海人民出版社,p24

直观分析法简便易懂，只需对实验结果作少量计算，通
过综合比较，便可得出最优条件。但直观分析法不能估
计实验过程中以及结果的测定过程中必然存在的误差的
大小。也就是说，不能区分某因子各水平对应的实验结
果间的差异究竟是真正由因素的不同水平所引起，还是
由实验的误差所引起，因此不能知道极差分析的精度

为了弥补直观分析法的这个缺点，可采用方差分析的方
法。方差分析正是将因子水平或交互作用的变化所引起
的实验结果间的差异与误差的波动所引起的差异区分开
来的一种数学方法



例1：四因素2水平且部分互作

文件夹“例1_四因素2水平且部
分互作_Minitab和DX”



例2 ：五因素3水平且部分互作

文件夹“例2_五因素3水平且
部分互作_Minitab”



例3 ：三因素3水平且全部互作

文件夹“例3_三因素3水平且全部
互作_Minitab和DX”
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因子主效、全部2级互作





思考：上表如何分别用
1、交互作用表
2、点线图
3、MiniTAB

来安排？



MiniTAB实现过程















方差分析结果



去除不显著的
AC、BC

两个交互作用



DesignExpert方差分析结果

A

B
C

AB

BC

AC



把A，B，C分别安置在第1,2,5列，把其余的列全部删除



Design Expert方差分析结果



SAS方差分析结果



小结（DX,Minitab,点线图学会了吗）

 极差分析的例子用到借助点线图(再在Design 

Expert中安排因素和互作)来进行表头设计

 在“例1_四因素2水平且部分互作_Minitab和
DX”中用到了借助Minitab和Design Expert(根
据其提供的因素混杂信息表)来进行表头设计

 在“例3_三因素3水平且全部互作_Minitab和
DX”中用到了借助点线图(再在Design Expert

中安排因素和互作)和Minitab来进行表头设计



正交设计的灵活运用

（3）拟因素设计法

（2）调整因素及其水平：

拟水平法、组合法、直积法

（1）改造实验表：

并列法、赋闲法、部分追加法、裂区

法、套表法



一、并列法



例1. 将2水平的列改造成4水平的列

例：用并列法将L16(2
15)改造成L16(4

1  212)

任取两列再加上其交互列，由这三列组成一个四水平的新
列。四个水平的对应法则如下：

(1,1)→1;(1,2)→2;(2,1)→3;(2,2)→4

即，将任取的两列之四个数字对，对应于四个水平。例如，取第
1、2两列加上其交互列（第3列）组成一个四水平列，经过上述
改造，L16(2

15)变成了L16(4
1  212)，这仍然是一张完全正交表。



并列过程



新列号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

原列号 1,2,3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2
3 1 2 2 2 2 1 1 1 1 2 2 2 2
4 1 2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1
5 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2
6 2 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2 1 1
7 2 2 2 1 1 1 1 2 2 2 2 1 1
8 2 2 2 1 1 2 2 1 1 1 1 2 2
9 3 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

10 3 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1
11 3 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2 1
12 3 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2
13 4 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1
14 4 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2
15 4 2 1 1 2 1 2 2 1 2 1 1 2
16 4 2 1 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1

L16(4
1212)



若要在2水平正交表中安排若干个4水平因子，那么可以对L16(2
15)

进行多次并列

在将第1、2、3列改造成一个4水平列后，可再用另外三列改造成
一个4水平列，只要所选的两列及其交互列不是第1、2、3列即可

如选第4与第8列及其交互列（第12列），按前面所述方法也可以
将其改造成4水平列，则得到L16(4

229)

同样方法还可将第5、10、15（5,10列的交互列）三列也改造成4水
平列，则得到L16(4

3  26)

若再将第6、11、13 （6,11列的交互列）三列改造成4水平列，那
么可得到L16(4

4  23)

若再将第7、9、14 （7,9列的交互列）三列改造成4水平列，
那么可得到L16(4

5 )



即，对L16(2
15)可以通过多次并列法获得如下的正交表

L16(4
1212)

L16(4
2  29)

L16(4
3  26)

L16(4
4  23

L16(4
5 )



L16(4
1212)



L16(4
2  29)



L16(4
3  26)



L16(4
4  23



L16(4
5 )



例2. 将2水平的列改造成8水平列的方法

将L16(2
15)改造成具有一个8水平列的正交表

L16(8
128)。具体方法：

对L16(4
1212)继续用并列法，将它的第1、2列的八

个数字对，对应于8个水平。再将它们的交互作用
所对应的三列去掉即得

这三列即L16(4
1212) 的3、4、5列，也就是原始表

L16(2
15)中的第1,2,3列与第4列之间的交互列，也就

是L16(2
15)的第5、6、7列）



(1,1)→1;

(1,2)→2;

(2,1)→3;

(2,2)→4;

(3,1)→5;

(3,2)→6;

(4,1)→7;

(4,2)→8



L16(8
128)



例3. 将L27(3
13)改造成具有一个9水平列的正交表

具体方法：

 任取两列（比如取第1、2列）将他们
的9个数字对，对应于9个水平。并将
这两列的交互列（第1、2列的交互列
即是第3、4列）去掉，即得L27(9

139)

 由此法得到的正交表的自由度等于各
列自由度之和，所以它们仍然具有平
方和分解式，4水平列的平方和可以用
2水平正交表中构成它们的列的平方和
相加得到

(1,1)→1;

(1,2)→2;

(1,3)→3;

(2,1)→4;

(2,2)→5;

(2,3)→6;

(3,1)→7;

(3,2)→8;

(3,3)→9



L27(9
139)



二、拟水平法

7 4
18 9(2 3 ) (3 )L or L



4
9(3 )L拟水平的

通常把需要重点考察的水平，作为拟水平的实际值；
所拟的因素和水平一般不超过2个为宜



试验设计方法，赵选民，
2006，p89-92

试验设计与及其优化，
任露泉，2009，p40-45

三、拟因素法


